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1 Introduction

Nous étudions une situation dans laquelle plusieurs organisations ont chacune un ensemble
de clients qui fournissent ou demandent chacun un produit. Chaque organisation a un profit
proportionnel au montant des transactions qu’elle traite, et peut soit effectuer des transactions
entre ses propres clients, soit effectuer des transactions avec une autre organisation (le profit
d’une transaction entre deux organisations est alors partagé entre celles-ci). Le montant d’une
transaction peut étre sous forme monétaire ou bien représenter la satisfaction des deux clients
impliqués dans la transaction. Notre but est de retourner une affectation acheteurs/vendeurs
qui maximise le montant total des transactions effectuées, tout en respectant le fait qu’une
organisation ne doit pas faire moins de profit dans la solution retournée que si elle avait
effectué des transactions entre ses clients uniquement.

Le probléme d’affectation multi-organisations. On considére un graphe biparti G =
(B, S; E;w) et g ensembles (appelés organisations) Os, ..., O, formant une partition de B U
S. Chaque acheteur (resp. vendeur) est représenté par un sommet de B (resp. S), E C
B x S représente les transactions possibles et w : E — R+ représente les montants de ces
transactions. On note B; = BNO; et S; = SNO;. Un ensemble M C F est une affectation (ou
un couplage) si chaque sommet de (B, S; M;w) a un degré d’au plus un. Soient ps et p, deux
nombres rationnels positifs tels que ps + pp = 1. Ici ps (resp. py) représente la proportion du
cotit de la transaction donnée a 'organisation du vendeur (resp. de 1’acheteur)?®. On suppose
sans perte de généralité que p, < ps. Le profit de I'organisation O; dans M, que l'on note
w;(M), est alors défini de la fagon suivante :

wi(M) = > prw([b, s]) + > psw([b, s])

{[b,s]eM: (b,s)eEB; xS} {[b,s]eM: (b,s)EBxS;}

On note M; le couplage maximum du sous-graphe de G induit par O;. Le probleme d’af-
fectation multi-organisations (noté AMO) consiste & trouver un couplage de poids maximum
M de G tel que w;(M) > w;(M;) pour tout i € {1,...,¢q}.

Etat de ’art. AMO est une variante du célébre probléme d’affectation (voir [3] pour un
état de Part de ce probléme). En plus de sa structure combinatoire, AMO fait intervenir des
organisations aux intéréts divergents : la coopération entre ces organisations peut augmenter
grandement la qualité de la solution obtenue, mais une solution sera réalisable uniquement

3 Ainsi s désigne le vendeur (seller) et b 'acheteur (buyer)
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si elle ne va pas contre un intérét local. Ceci se rapproche du domaine de la théorie des jeux
non coopératifs, et plus spécialement de la notion de priz de la stabilité [1] dans laquelle on
s’intéresse a la qualité de la meilleure solution acceptable par tous les acteurs du systéme.

2 Contribution

Complexité. Nous avons montré que le probléme AMO est NP-difficile au sens fort dans le
cas général, et qu’il est NP-difficile méme dans le cas ou il n’y a que deux organisations.

Dans le cas ou toutes les transactions possibles ont le méme cott (i.e. w([¢,j]) € {0,1}
pour tout (i,j) € B x S), le probléme peut étre résolu en temps polynomial. Pour cela il
suffit de partir du couplage M = Ui:{l,‘..,q}Mi (i.e. du couplage maximum du graphe dans
lequel on a retiré les arétes partagées entre deux organisations), puis d’augmenter la taille du
couplage grace & des chemins alternés augmentants, tant que cela est possible. Le couplage
obtenu est alors maximum et respecte les contraintes du probléme.

Approximation. Soit APPROX l'algorithme qui consiste a chercher un couplage de poids
maximum dans le graphe G dans lequel on a auparavant multiplié par p, le poids de chaque
aréte reliant deux sommets d’organisations différentes. Cet algorithme retourne une solution
réalisable de AMO et il est py-approché. Lorsque le nombre d’organisations est au moins égal &
trois, nous avons montré qu’il est NP-difficile d’obtenir un algorithme (p, 4 €)-approché pour
tout € > 0. Ce résultat est obtenu en utilisant une gap-réduction.

3 Généralisations et conclusion

On propose maintenant d’introduire un degré d’"altruisme" dans le probléme : afin de
rendre possible une amélioration globale de la solution, une organisation O; acceptera le
couplage proposé si cela ne divise pas son profit d’un facteur supérieur & = (x étant fixé).
Le probléme consiste alors a trouver le couplage de poids maximum M tel que pour toute
organisation O;, w;(M) > w;(M;)/x. En adaptant légérement les preuves de AMO, on montre
que ce probléme est NP-difficile au sens fort pour tout z < p—lb, et que lalgorithme APPROX
(dans lequel on multiplie le poids des arétes partagées par x pp) est (x pp)-approché.

De plus si ps = pp = %, les résultats énoncés ci-dessus dans le cas d’un graphe biparti sont
également valables pour tout graphe.

Le probléme AMO consiste & augmenter le plus possible le profit moyen des organisations. Il
serait intéressant d’introduire des facteurs d’équité, par exemple pour retourner des solutions
qui augmentent le plus également possible le profit de toutes les organisations.
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